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Abstract 

In 2002 Meersseman-Verjovsky [2] constructed a smooth, codimension-one, foliation on 5-sphere by complex 
surfaces with two compact leaves. The aim of this note is to improve their construction in order to give a smooth 
foliation on S-sphere by complex surfaces with only one compact leaf. 

Resume 

En 2002 Meersseman-Verjovsky [2] out construit un feuilletage de codimension un de §^ par feuilles complexes, 
possedant 2 feuilles compactes. Le but de cette note est d'ameliorer la construction afin de munir la sphere de 
dimension cinq d'un feuilletage lisse a feuilles complexes avec une seule feuille compacte. 



1. Introduction 

La note de Novikov [5] parue en 1964, ou 11 esquissait une demonstration que tout feuilletage lisse de 
la 3-sphere par surface possedait une feuille compacte, a eu un impact considerable. On pouvait alors 
penser que la construction de Lawson [1] d'un feuilletage lisse de codimension un sur §^ avec une seule 
feuille compacte, etait optimal du point de vue du nombre de feuilles compactes. Mais on salt, grace aux 
recents travaux de Meigniez [4] , qu'il existe un feuilletage lisse de codimension un sur la sphere dont 
toutes les feuilles sont denses. 

Trente ans plus tard Meersseman-Verjovsky [2] en modiflant la construction de Lawson ont pu definir 
un feuilletage lisse a feuilles complexes sur S'^ munit de deux feuilles compactes. Pour les feuilletages lisses 
a feuilles complexes on n'a pas de resultat du type de celui de Meigniez. La question qui se pose alors 
est done : " ce dernier feuilletage est-il optimal en terme de nombre de feuilles compactes ?" Le but de cet 
article est de montrer que non. 
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Theoreme : II existe un feuilletage lisse a feuilles complexes et de codimension un sur §^ ne contenant 

qu 'une seule feuille compacte. 

Pour demontrer ce theoreme nous modifierons legerement la construction de [2] dont nous rappelons ici 
les notations. 



2. Notations 

On considere §^ comme la sphere unite de C^. Soit 

W = {zgC^- {0}/P{z) = zf + zl + zi = 0}. 

C'est une variete complexe. Soit K I'intersection de W avec S^. On decompose la 5-sphere en deux varietes 
a bord : TV, un voisinage tubulaire fermc dc K dans §^ et M. 1' adherence du complementaire de Af dans 
En particulier le bord commun dc J\f et de A4 est diffeomorphe a §^ x K. 
Soit X une variete a bord dont le bord dX est une variete complexe. On rappelle qu'un feuilletage de X 
par varietes complexes est dit plat [2] s'il s'etend en un feuilletage a feuilles complexes de X U dX x [0, 1] 
qui coincide avec le feuilletages naturelles du collier dX x [0, 1]. L'interet de cette definition provient de 
la proposition suivante. 

Proposition [2] : Soient {Xi,J^i) deux feuilletages a bord (i = 1,2). Supposons les hords biholomorphes 
et les feuilletages plats. Alors pour tout biholomorphisme ip de dX\ sur 8X2, il existe un feuilletage 
par varietes complexes sur I'union Xi U,/, X2 (recolle le long du bord via ip) dont la restriction a Xi 
(respectivement d X2) est (respectivement ^2)- 

On salt que M admet un feuilletage a feuilles complexes plat dont la seule feuille compacte est son bord 
dM [2] . La demonstration du theoreme revient done a construire un feuilletage plat par varietes complexes 
sur M. avec comme seule feuille compacte dM.. 



3. Construction d'un feuilletage plat sur 

On definit Y = P-i([0,+oo[) - {(0,0,0)} C et I'application 

g : {z,t) eC^ xR> — > P{z) - (t>{t) e R 
oil (j) est la fonction plate en zero donnee par : 

] - 00,1] — y M 

f si i < 

ye " t sit e]0, 1] 

La fonction ^ a les proprietes suivantes : 

i) est de classe C°° 

ii) (j)'(t) = > si i > 
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iii) (j) est une bijection de ]0, 1] sur ]0, d'inverse la fonction (j) ^{t) = — j-^ — ^. 

l„(^ln(i)j 

On prolonge alors (j) sur [1, +oo[ en une fonction C°° , surjective de M sur M et tel que (l)'{t) > > 0. 

Posons alors S = ^"^({O}) — {(0,0,0)} x K et remarquons que S est I'union de 

S" = g-'^{{Q})r\{{z,t) e X K/i < 0,^; ^ [0,0,0)} 

diffeomorphe a T4^x] — oo, 0] et de 

S+ = g-'^{{Q})f\{{z,t) e X M/t > 0,2 ^ [0,0,0)} 

difFeomorplic k Y . L'intcrscction do ccs deux pieces est diffeomorphe a W — dY si bien que S est 
diffeomorphe a Y augmente d'un collier infini. On feuillctte alors S+ par les niveaux 

Lt = {{z,t)eE+/P{z) = c^{t)} 

et S~ par les niveaux 

Lt = {{z,t)GE-/P{z) = <f>{t) = 0} 
C'est un feuilletage lisse a feuilles complexes sur H. Pour < A < 1, on note 

{z,t) ^ (\3z,h{t)) 
oil /i : R — )■ R est la fonction constante egale t sur ] — cxd, 0] et sur R"*" egale a : 

Le groupe engendre par G agit librement, proprement sur S, respecte le feuilletage et est holomorphe en 
restriction aux feuilles. Le quotient Yi est done une variete feuilletee par feuilles complexes. 

Lemme 1. : La variete Yi est diffeomorphe a Ail^ dM.y<] — oo,0]. 

Preuve. Si on note mf(S+) I'interieur de S+ alors le diffeomorphisme : 

int{E+) — > p-i(l)x]0,+oo[ 

induit un diffeomorphisme entre les feiiilletages naturcls dc ccs deux varictes. De plus il conjugue G a : 

G: p-^(l)x]0,+oo[ — > p-\l)x]0,+oo[ 
{z,t) ^ {jz,XH) 

Le quotient de mt(E!+) par G est done diffeomorphe a un fibre en cercle de fibre P~^(l) et de monodromie 
donnee par la multiplication par j. Maintenant la fibration de Milnor qui envoie un point z de I'interieur 
de M sur P{z)/\P{z)\ a la meme monodromie [3]. On a bien int{S^)/G diffeomorphe a int{M.) et done 
Yi diffeomorphe a U dMx] - oo, 0]. □ 

Le feuilletage que nous avons construit sur Yi est lisse du fait du choix de la fonction (j) : 
Lemme 2. : La fonction h est de classe C°° en zero. 
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t\n{u(t)) + 1 



Ce lemme nous dit precisement que nous avons construit un feuillctagc plat a fcuilles complexes sur M. 
dont la seule feuille compacte est son bord. Ce qui conclut la demonstration de notre theoreme. 

Preuve du Lemme 2. On pose u{t) = 1 — ln(A^)e~^, on peut alors ecrire 

vt G]o, 1] h+{t) = U'm) = — 7 — Tx — 

^ ^ flnM -ln(A3)e-Tj +1 
Mais en zero on a e~i = o(f"), Vn S N de sorte que u{t) = 1 + o{t"'), Vn € N et done : 

" iln(l + o(f")) + l " o(t"+i) + l " * ^ 

En d'autres termes on a h^{0) = 0, h'^'{0) = 1 et /i+'"''(0) = 0, Vn > 1. La fonction h est bien de classe 
C°° en zero. □ 
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